Statystyka medyc na

PROGRAM

Temat: Statystyka elementarnai podstawy statystyki matematycznej.
Skale pomiarowe, miary tendencji centralnej i rozproszenia. Rozktady zmiennej

losowej, postugiwanie sie tablicami statystycznymi.

Temat: Testy statystyczne.
Sposoby formutowania hipotezy zerowej. Rodzaje testéw statystycznych. Badanie

spetnienia warunkéw stosowalno$ci testow. Planowanie doswiadczen pod katem
mozliwo$ci statystycznej analizy wynikow.

Temat: Wybér testu statystycznego.
Podejmowanie decyzji przy wyborze testu statystycznego, tabele decyzyjne.

Temat: Testy dla jednej préby.
Hipotezy o sredniej, medianie, rozktadzie danych w populacji — testy na normalnosé¢

rozktadu.

Temat: Analiza bledéw pomiarowych.
Wielkosci i pomiary, btedy pomiarowe, niepewnos¢ pomiarowa, zaokraglanie
wynikéw, przedziat ufnosci.



Temat: Testy dla dwoch préb.
Préby zalezne i niezalezne. Hipotezy o réznicy pomiedzy $rednimi, niezaleznosci
wariancji, zgodnosci rozktaddw.

Temat: Testy dla wiekszej liczby préb.
ANOVA i warunki stosowalnosci, dodatkowe testy a posteriori, nieparametryczna

analiza warianciji, poréwnanie stosowanych metod.

Temat: Korelacja i regresija.
Testy miar korelacji i regresji. Analiza istotno$ci statystycznej metody najmniejszych
kwadratéw. Testy oparte na skali porzgdkowe;j.

Do przypomnienia — pierwszy temat, definicje i wzory do obliczen
+skale pomiarowe,

estatystyki i parametry

$rednie,

*mediana i moda,

ssuma kwadratow odchylen,

swariancja,

«odchylenie standardowe.



Statystyki | parametry.

Wielkosci obliczane dla pobranej proby — statystyki,
oznaczane literami tacinskimi, np. $rednia z proby X .

Wielkosci obliczane dla calej populacji — parametry,
oznaczane literami greckimi, np. $rednia z populacji .

Statystyka elementarna — obliczanie statystyk.

Statystyka matematyczna —
wnioskowanie o populacji generalnej na podstawie proby.

Skale: nominalna, porzadkowa 1 interwalowa.

Skala nominalna:
— podziat populacji na jednoznacznie opisane kategorie
— kryteria podziatu.
Skala nominalna dychotomiczna — jw. ale tylko dwa podzbiory.

Skala porzadkowa
— elementy zbioru porzadkujemy wedtug jednej reguty,
— kazdy element ma przypisang kolejnos¢ (range).

Skala interwalowa
— wszystkie pomiary uzyskane przez poréwnanie ze wzorcem:
dlugo$¢, objetos¢, masa, temperatura, czas i inne,
— dane pochodzace z policzenia:
liczba drzew danego gatunku, liczba studentoéw noszacych
okulary.



Skala interwatowa:

- skala przedzialowa
~ liczby rzeczywiste
~ istotne sg roznice mi¢dzy elementami zbioru
~ np. kalendarz, temperatura w °C

- skala ilorazowa
~j.w.
~ zero bezwzgledne
~ staly stosunek (niezalezny od jednostek)
~ temperatura w K, masa, odlegtos¢

Skale nominalna 1 porzadkowa — cechy jakosciowe
Skala interwatowa — cechy ilosciowe

Zamiana skal: | interwalowa —— porzadkowa ——> nominalna

Zamiana w przeciwna strong jest niemozliwa, mamy za mato danych.
Najdoktadniejsza jest skala interwatowa a najmniej skala nominalna.

STATYSTYKA ELEMENTARNA
miary tendencji centralnej i rozproszenia

Liczba pomiarow N —X;, X,, X5, ..., X;, ..., Xy
i=N N
Suma (konwencje) - ;Xi lexi > X

- 1
Srednia arytmetyczna - X= N Z X
Srednia wazona X = Zwi X
— np. dla szeregu rozdzielczego " ZWi
Z . N
Srednla’geon'letryczna Mg = N H X,
— np. $rednie tempo wzrostu populacji i1
Srednia harmoniczna 11t M, = Ll
— liczby dodatnie, M, NTX 2%

— wicksze znaczenie dla mniejszych wartosci



Miary rozproszenia.
Wariancja i odchylenie standardowe.

Stosowane konwencje oznaczen.

odchylc?nie od s’redn%ej . X, = Xi v
— obliczane dla kazdego pomiaru

2 )2
suma kwadratow odchylen (SKO) in = Z(Xi -X)

X
mozna korzystaé z wyrazenia Z X Z X? — ( )
(duzo bardziej praktyczne)

2
2 _ 2%

wariancja > = N-1

2
odchylenie standardowe S = /&
N-1

Statystyka opisowa

Obliczanie podstawowych statystyk opisujacych pobrana probe:
- srednie, mediana, moda,

- zmienno$¢ (wariancja, odchylenie standardowe),

- charakterystyki ksztaltu rozktadu,

- zgodno$¢ z zatozona postacig rozktadu,

- przedziat ufnosci.

Graficzne przedstawienie danych:
- histogram.



Szereg rozdzielczy. Przedziaty klasowe.

Wigksza liczba pomiarow:
— grupujemy w klasy
— liczba Kklas zalezy od liczebnosci proby.

Orientacyjnie:

kilkanascie pomiarow - 4-5 przedziatow

setki pomiarow - 8-10 przedziatow
tysigce pomiarow -12  przedzialow
Rozktad prawoskosny

— prawa strona rozktadu ma mniejsze nachylenie,

— wigcej pomiaréw jest ponizej Srednie;j.
Rozktad lewosko$ny

— lewa strona rozktadu ma mniejsze nachylenie,

— wigcej pomiardw jest powyzej Srednie;j.
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Farmacja histogram 5
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Wyniki semestru zimowego (farmacja, N=124 osoby)

punkty 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 | 10| 11 | 12| 13

liczba osob | 2 4 9 8 4 (10| 7 6 8 3 6 4 4 2

punkty 14 |15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26

liczba osob | 4 4 6 8 14 1 3 2 1 0 1 2 1

Narysuj histogram dla danych surowych.

Utworz szereg rozdzielczy (ile przedzialow?), narysuj histogram dla
szeregu rozdzielczego.

Oblicz $rednig liczbe uzyskanych punktéw, oblicz $rednig wazong
liczbe uzyskanych punktéw dla szeregu rozdzielczego.

Rozstep, mediana, moda, przedzial modalny dla szeregu rozdzielczego.




Mamy 124 osoby, ale tylko 27 kategorii (r6zne liczby punktow).
Liczba klas na ktore podzielimy nasz zbior: 6 + 9 .
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Histogram sporzadzony dla danych surowych.
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Histogram dla 9 kategorii.

liczba oso6b
B [ N
o [6;] o

a1

0

0-2 3-5 6-8 9-11 12-14
punkty osoby srodek
0-2 15 1 15
3-5 22 4 88
6-8 21 7 147
9-11 13 10 130
12-14 10 13 130
15-17 18 16 288
18-20 18 19 342
21-23 3 22 66
24-26 4 25 100
punkty  liczebnosé
0-4 27
5-9 34
10-14 20
15-19 33
20-24 7
25-29 3

A, B — granice przedzialow rzeczywistych
A — normalne zaokraglenie (obliczenia, masa)
B — dane takie jak np.wiek

15-17 18-20 21-23 24-26

Srednia wazona:

Xw=10.53
Przedzial modalny:
drugi
3-5
Srednia =4
A B
0-4.5 <0;5)
4.5-9.5 <5;10)
9.5-14.5 <10;14)
14.5-19.5 <15;20)
19.5-24.5 <20;25)
24.5-28.5 <25;28)



Dokonano N=25 pomiarow.

1213023142424 35|23 61|22 43|39 |45
2334 (45|23 45|67 (65|24 (32|12 |23 |12

Przypisz rangi w kolejnos$ci od najmniejszej do najwigkszej
(pamigetaj o rangach wigzanych).

Oblicz rozstep, $rednig, mediang, okresl mode.

Oblicz wariancj¢ 1 odchylenie standardowe.

Pytania na ktore trzeba sobie odpowiedziec:
(nickoniecznie w takiej kolejnosci)

*Co chcemy sprawdzi¢, jaka Hy 1 H;? /np. $rednia, rozktad itp./
*Test dla 1, 2 czy wigkszej liczby probek.

*Co wiemy o populacji (lub populacjach) z ktorych
dokonujemy losowania?

«Jakie zalozenia mozemy przyjac¢ (wynika z poprzedniego)?

«Jakiego rodzaju danymi dysponujemy (skale pomiarowe).
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Dane w skali interwalowej (jedna zmienna niezalezna).

Jedna proba.

Hipoteza o sredniej z populacji:
* G Zhane - test z,
* ¢ nieznane — test t.

Hipoteza o innych parametrach niz $rednia
(np. wariancja, sko$nos¢):
» test 2 dla wariancji.

Dwie proby.

* Hipoteza o r6znicy pomiedzy $rednimi dwdch niezaleznych
populacji:
— test t dla dwoch niezaleznych prob,
— test z dla dwdch niezaleznych prob,
— jednoczynnikowa analiza wariancji.
*Hipoteza o wariancjach dwdéch niezaleznych populacji:
— test F dla wariancji dla dwoch populacji.
*Hipoteza o réznicy pomiedzy srednimi dwoch zaleznych populacji.
— test t dla dwdch zaleznych prob (test dla par wigzanych),
— test z dla dwoch zaleznych préb.
*Hipoteza o wariancjach dwdéch niezaleznych populacji:
— test t na jednorodnos$¢ wariancji dwoch prob zaleznych.
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Dwie lub wie¢cej prob.

*Hipoteza o roznicy pomi¢dzy srednimi dwoch lub wigcej
niezaleznych populacji:

—jednoczynnikowa analiza warianciji.
*Hipoteza o wariancjach dwoch lub wigcej niezaleznych
populacji:

—test F dla wariancji.
*Hipoteza o roznicy pomi¢dzy srednimi dwoch lub wigcej
zaleznych populacji:
—jednoczynnikowa analiza wariancji.

Test z dla jednej proby.

*Chcemy zbadac¢ czy proba o $redniej zostata (lub nie) otrzymana z
populacji o Sredniej p.

*Test z dla jednej proby opiera si¢ na zatozeniach rozktadu
normalnego.

«Jezeli rezultat testu z dla jednej proby wykaze znaczacg rdznicg to
nalezy stwierdzi¢, ze jest wysoce prawdopodobne iz probka pochodzi
z populacji o innej Sredniej niz p.

12



Rozktad jazdy wymaga aby tramwaje kursowaty co u=8 minut i aby
odchylenie standardowe wynosito ©=2 minuty. Dokonano 30
pomiarow, czy probka rzeczywiscie moze pochodzi¢ z populacji o
u=8?

Hipoteza zerowa: Hy,:pn=28

Hipotezy alternatywne (mozna postawi¢ tylko jedna):

H,: p = 8 test dwustronny, hipoteza alternatywna nieukierunkowana,
H,: p > 8 test jednostronny, ukierunkowana hipoteza alternatywna
(z>0),

H;: pu < 8 test jednostronny, ukierunkowana hipoteza alternatywna
(z<0).

DANE:
9 |10|6 | 4|8 |11|10|5|5 |6 |13|[12|4]3]|2
3|9 |122|5 |6 |6|8|9]|8 |5 |7 /|9 |10]9]5

D X =219 X:—ZNX =73

btad standardowy, odchylenie standardowe dla $rednie;:

o 2
oy = N 7% =0,3651
- X—u _ 7,3-8,0 _ 1017
Wartoéci krytyczne dla testu z ox 03631
Z0|05 Z0|Ol
Dwustronne 1,96 2,58
Jednostronne 1,65 2,33

Jaka decyzja?

13



Do zrobienia:

Czy proba N=32 moze pochodzi¢ z populacji o u=20 i =77

15| 18 | 23|22 | 38| 25| 23 | 25
22 119 |18 | 21 | 25|32 |30 | 25
29 | 20 |13 | 20 | 29 | 23 | 17 | 16
36 | 21 |16 | 19 | 33 | 24 | 26 | 13

Przeanalizuj r6zne mozliwe hipotezy alternatywne,
oszacuj btad I rodzaju.

Test t dla jednej proby.

» Chcemy zbada¢ czy proba 0 $redniej X zostata (lub nie) otrzymana
z populacji 0 $redniej .

*Test t dla jednej proby opiera si¢ na zatozeniach rozktadu
normalnego, zaktadamy ze losujemy z populacji o0 rozktadzie
normalnym.

* Nie znamy o, zastepujemy przez s.

« Jezeli rezultat testu t dla jednej proby wykaze znaczaca roéznice to
nalezy stwierdzi¢, ze jest wysoce prawdopodobne iz probka pochodzi
z populacji o0 innej $redniej niz p.



Czy préba:

lo|w|[8[a][8]3]o0]1w|15]9]|

moze pochodzi¢ z populacji o u=5?

Hipoteza zerowa: Hy:p=5

Hipotezy alternatywne (mozna postawi¢ tylko jedng):
*H,: u # 5 test dwustronny, hipoteza alternatywna nieukierunkowana,
*H,: u > 5 test jednostronny, ukierunkowana hipoteza alternatywna

(t>0),

*H;: u <5 test jednostronny, ukierunkowana hipoteza alternatywna

(t<0).

x-2X_76

100

Olo(N[lojl | |[wWw|[N|[F |-

225

=
o

81

SUMA

740

odchylenie standardowe:

’ 2
SKO=>"x :ZXZ—@:MO—%:EZA

df =N-1=10-1=9

s= |2KO _ 1624 _\ou
N-1 9

btad standardowy, odchylenie standardowe dla $redniej:

S 4,247
s, == g 33
*JN V10
statystyka t= Xs_ﬂ = 71’2;35 =1,936

X
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Wartosci krytyczne dla testu t (df=N-1=9)
/przy innych warto$ciach df otrzymamy inne warto$ci krytyczne!

trzeba skorzysta¢ z odpowiedniej tabeli/

dwustronne
jednostronne

Jaka decyzja?

Do zrobienia:

to05
2,26

1,83

to01
3,25

2,82

Czy proba N=20 moze pochodzi¢ z populacji o p=15?

16| 17| 19| 15| 13
14| 16| 18| 20| 18
16| 15| 14| 15| 18
18| 14| 16| 15| 13

Przeanalizuj r6zne mozliwe hipotezy alternatywne dla réznych pozioméow
istotnosci (0=0,05 i 0=0,01), jezeli odrzucasz H, to oszacuj btad | rodzaju.

Czy proba N=16 moze pochodzi¢ z populacji o u=14,75?

16| 13 13| 13
14| 15 13| 12
12| 15 15| 15
16| 13 16| 13

Przeanalizuj rézne mozliwe hipotezy alternatywne dla réznych pozioméw
istotnosci (=0,05 i a=0,01), jezeli odrzucasz H, to oszacuj btad | rodzaju.
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Test #2dla wariancji z populacji dla jednej proby.

«Chcemy zbadaé czy proba o wariancji s? zostata (lub nie)
otrzymana z populacji o wariancji c2.

Test ¢? dla jednej proby opiera si¢ na zalozeniach rozktadu
normalnego, zakladamy ze losujemy z populacji 0 rozktadzie
normalnym.

Jezeli rezultat testu y? wykaze znaczacg rdznice to nalezy
stwierdzi¢, ze jest wysoce prawdopodobne iz probka pochodzi z
populacji o wariancji innej niz 2.

Czy proba:

la|3|unfw2|[o]13]6]8]|5]6|

moze pochodzi¢ z populacji 0 62=5?
(dla poziomu istotnosci $6=0,02)

Hipoteza zerowa: H,:6?=5

Hipotezy alternatywne (mozna postawi¢ tylko jedng):

H,: 0% # 5 test dwustronny, hipoteza alternatywna nieukierunkowana,
H,: o2 > 5 test jednostronny, ukierunkowana hipoteza alternatywna,
H,: 0% <5 test jednostronny, ukierunkowana hipoteza alternatywna.

Tablice sg przystosowane do rozktadu jednostronnego, nalezy odczytaé
warto$ci graniczne dla lewej i prawej strony rozktadu y2.

17



Jednostronny test %2, dla df=9 i ¢=0.02

y=chi2(x;9)
_// N
™,
/ \
lf_.-' \\
."lf \\.
/ Y
! ™,
AN
!
/
,"
."lfl
/ \""\
/ — H
/ —
% |
0 2 4 6 ] 10 12 14 16 18 20 22 24

y=chi2(x9)
Dwustronny test %2,
dla df=9 i 0=0.02
TN S
./ AN Po kazdej ze stron ma
N pozostac¢ p=0.01
0.99 \\
y=chi2(x9)
/ "7"\\
/'/ \\\
/0.99 \\
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(D A &
1 5 25
2 6 36
3 4 16
4 3 9
5 1 121
6 12 144
7 9 81
8 13 169
9 6 36

=
o
[ee]

64

SUMA 77 701

s =12.011
df =N-1=10-1=9
, df-s* 9.12,011

=21,62
« o’ 5

Wartosci graniczne dla a=0,02 i df=9

przy tescie dwustronnym:
lewostronna: %2, 4o=2,09
prawostronna: 2 ,,=21,67

Wartosci graniczne dla a=0,02 i df=9
przy tescie jednostronnym (H;: 6> >5)
%%0,0,=19,68

Jaka decyzja?

Czy proba N=20 moze pochodzi¢ z populacji 0 62=2,5?

16| 17| 19| 15| 13
14| 16| 18| 20| 18
16| 15| 14| 15| 18
18| 14| 16| 15| 13

Przeanalizuj rozne mozliwe hipotezy alternatywne:
dlaH;: 62>25i 0=0,05

oraz

dla H,: 62 # 2,5 i 0=0,02

Jezeli odrzucasz H,, to oszacuj btad I rodzaju.
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ANALIZA BLEDOW POMIAROWYCH

Przeprowadzajac analize ilo§ciowa zmuszeni jesteSmy do pomiaru
wielkos$ci fizycznych (temperatura, stezenie, pH, lepkos¢).

Wielkosci mozna wyznaczy¢ w sposob posredni lub bezposredni.

Korzystamy z przyrzadow pomiarowych, niekiedy otrzymanymi
wielko$ciami postugujemy si¢ w dalszych obliczeniach.

Wielkosci proste = Pomiar bezposredni

TN

Wielkosci zlozone Pomiar posredni

Pomiar bezposredni wielko$ci proste;j:
» wyznaczanie pH za pomoca pH-metru.

spomiar temperatury za pomocg termometru cieczowego lub cyfrowego

Pomiar posredni wielkoS$ci prostej:

* pomiar sity elektromotorycznej (SEM) ogniwa ktérego SEM
zalezy od pH

spomiar temperatury za pomoca termopary podtaczonej

do woltomierza (wynik pomiaru musi by¢ przeliczony na temperature)

20



Pomiar wielkoS$ci ztozone;:

enie dysponujemy przyrzadem ktory bytby w stanie zmierzy¢
interesujgca nas wielkos$¢ (bezposrednio lub posredno).
*dokonujemy pomiarow kilku wielko$ci prostych

*na ich podstawie dopiero obliczamy potrzebng wielko$§¢

Jezeli chcemy wyznaczy¢ gestos$¢ cieczy to nalezy dokona¢ pomiaru
masy 1 objetosci, na ich podstawie mozemy obliczy¢ gestosé¢
(metoda piknometryczna).

Jezeli jednak dysponowalibySmy przyrzadem ktory wyznacza
gestos¢ w pojedynczym pomiarze to bedzie ona traktowana jako
wielkos$¢ prosta.

Nie jesteSmy w stanie ustali¢ doktadnej wartosci mierzonej wartosci
fizycznej:

*doktadnos¢ przyrzadu uzytego do pomiaru,

edoktadnos¢ wzorca,

*niedoktadnosci wynikajace z btedéw popelnianych podczas pomiaru.

Warto$¢ mierzona podczas doswiadczenia nie jest wartoscig doktadng

(prawdziwa, rzeczywista).

wielko$cig wyznaczong podczas pomiaru =

warto$¢ doktadna + wartosci bledu podczas pomiaru

21



Czy mozemy wigc w sposob wiarygodny oszacowac wartos¢ doktadna?
W jaki sposob okresli¢ doktadnos¢ takiego oszacowania?

Jakie praktyczne wnioski mozna wyciaggna¢ znajac sposoby

szacowania przyblizonych warto$ci fizycznych?

Pomiar wielkosci fizycznej polega na poréwnaniu jej z wielkos$cia

tego samego rodzaju przyjeta za jednostke (wzorzec).

Wynik pomiaru lub obliczonej wartosci wielkosci ztozonej musi by¢
uzupetniony podaniem wartosci btedu oraz jednostki w jakich te

wielkosci sa podane, inaczej nie przedstawia zadnej wartosci.

BLEDY POMIAROWE

Wynik pomiaru X warto$ci fizycznej jest zwigzany z warto$cia
rzeczywista X, zaleznoscia:

(1) X =X,+AX

AX —

*blad bezwzgledny, réznica pomiedzy warto$cig zmierzong i doktadng
*blad bezwzgledny jest nieznany

snieuzyteczny jako miara doktadnos$ci

*mozna go oszacowac postugujac si¢ metodami rachunku btedow
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Wielko$cig dogodniejsza przy porownywaniu doktadnos$ci réznych

pomiarow jest blad wzgledny (5).

AX| X=X,
2) 5=|"= :
e

Wielkos¢ ta dla pojedynczego pomiaru nie jest znana:
sstosunek dwoch nieznanych wartosci,

*mozna ja jedynie oszacowac.

Btedy pomiarowe (doswiadczalne) mozna podzieli¢ na trzy rodzaje:

ssystematyczne - moga wynika¢ z zastosowania niewtasciwej metody
analitycznej, postugiwania si¢ rozkalibrowanym przyrzadem
pomiarowym lub tez wplywu jaki$ czynnikow zewnetrznych na
wyniki pomiarow ,

*przypadkowe - sg zwigzane z samym pomiarem, dokonujac
wielokrotnego pomiaru mozemy uzyskaé rézne wyniki, mozna
wptywac na ich wielko$¢ wybierajac inng technike¢ analityczng lub
zmieniajac uktad pomiarowy,

sgrube - wynik pomytki eksperymentatora lub zastosowania

ewidentnie niewlasciwej techniki pomiarowe;.
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NIEPEWNOSC POMIAROWA

Parametrem ktory charakteryzuje rozrzut wynikow, ktory w uzasadniony
sposOb mozna przypisa¢ wielko$ci mierzonej jest niepewnos¢

pomiarowa.

niepewnosci typu A - ocena oparta bedzie na analizie statystycznej to

niepewnosci typu B - zastosowanie innej metody do oceny

Dokonujac pomiaru, nie znamy wartosci doktadnej a jedynie warto$¢
zmierzong. W Serii N pomiaréw otrzymujemy wartosci X; i=1, 2,..., n.
Dysponujac danymi do§wiadczalnymi szukamy wartosci najbardziej
zblizonej do warto$ci doktadne;.

Warto$¢ $rednia dla proby (serii pomiaréw) stanowi najlepsza ocene
(estymator) warto$ci $redniej dla populacji, czyli w tym przypadku

warto$ci doktadne;j.

X, +X,+K + X,
n

@) X-

Jezeli: n>w X-ou
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Srednia warto$¢ btedu jaki jest popetniany podczas pojedynczego

pomiaru oceniamy (estymujemy) korzystajac ze wzoru:

niepewno$¢ pomiaru

(4) S :\/ 11 Z(Xi_g)z «odchylenie standardowe,
n =1 $rednie odchylenie kwadratowe lub

$rednia niepewnos$¢ kwadratowa

Niepewno$¢ standardowa jest zdefiniowana jako odchylenie

standardowe $redniej arytmetycznej (blad standardowy):

6) )= |3 - X

i=1

Niepewnos¢ standardowa jednoznacznie okresla niepewnos¢ zwigzang
ze $rednig. Jezeli jednak chcemy nasz wynik poréwnaé z innymi
rezultatami takimi jak wartosci tabelaryczne lub normy zdrowotne to

nalezy postuzy¢ si¢ pojeciem niepewnosci rozszerzonej, 0znaczonej

symbolem U()?)
(6) U(X)=k-u(X)

Wielkos$¢ k nazywamy wspotczynnikiem rozszerzenia, jest tak dobrana
aby w przedziale X =X +U ()?)

znalazla si¢ wiekszo$¢ wynikow pomiaru potrzebna dla danego

zastosowania. Zalecang wielkoscig jest k=2.
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Wynik pomiaru zapisujemy wigc ostatecznie korzystajac ze sredniej

oraz niepewnosci rozszerzonej

(7) X =X=+U(X)

Przedstawione wzory sg podstawowe przy ocenie niepewnosci

pomiaru typu A jakiej dokonujemy przy uzyciu metod statystycznych.

Niekiedy dysponujemy tylko pojedynczym pomiarem i nie mozemy
przeprowadzi¢ analizy statystycznej. Jest tak w sytuacji gdy nie ma
czasu na wykonanie kolejnych pomiaréw lub wskazania miernikéw
nie zmieniajg si¢. W ocenie niepewnosci typu B pomocne mogg by¢
informacje o przyrzadzie za pomocg ktérego wykonany zostat pomiar

(klasa przyrzadu), pochodzace z literatury lub wcze$niejszych badan.

Pomiar pojedynczy.
Oceny niepewnosci nalezy dokona¢ korzystajac z klasy przyrzadu
pomiarowego, o ile taka informacja jest dostgpna (informacja na
przyrzadzie lub instrukcja obstugi).
Przez klase¢ przyrzadu pomiarowego K rozumiemy stosunek
maksymalnego btedu AX,,,, do zakresu pomiarowego Z, klas¢
przyrzadu wyrazamy w procentach.

@)K:é%ﬁam%

Niepewno$¢ pomiarowa - maksymalny btad jaki moze by¢ popetniony
na danym zakresie pomiarowym.
K-Z

@uwpﬂmzﬁa
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Whiosek praktyczny:
poniewaz niepewnos¢ pomiarowa zalezy od zakresu na jakim
dokonuje si¢ pomiaru to nalezy wigc wybra¢ najmniejszy mozliwy

zakres.

Czasami korzystamy z przyrzadow pomiarowych o klasie ktorych nie
mamy zadnej informacji np. termometr lekarski, biureta, suwmiarka,
linijjka czy tasma miernicza. W takiej sytuacji przyjmuje sie, ze
niepewno$¢ pomiarowa jest rOwna wartosci najmniejszej podziatki

przyrzadu pomiarowego (ppin)-

10) u(X)=py,
W przypadku termometru lekarskiego jest to 0,1°C, natomiast dla

suwmiarki warto$¢ ta bedzie wynosita 0,1 mm.

Ten sposob szacowania jest bardzo ostrozny, gdyz najmniejsza
podziatka odpowiada wartosci najwigkszego btedu jaki mozemy
popeti¢ przy pomiarze, natomiast niepewnos¢ standardowa jest
szacunkiem bledu przecigtnego. Niekiedy stosuje si¢ stabsze

kryterium oceny niepewnosci pomiarowej.

12) u(x)=Poe

Niepewno$¢ standardowa mozna tez oszacowac obliczajac odchylenie
standardowe dla rozktadu prostokatnego, ktéry znajduje zastosowanie

w modelowym opisie niepewnosci pomiaru.

P Pri
12 X — min_ . min
12) u(x) 2- 3,464

&
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Skoro mamy trzy sposoby oceny niepewnosci pomiarowej to nasuwa

si¢ pytanie ktory nalezy wybrac.

Jezeli dysponujemy przyrzadem cechowanym (legalizowanym), co
do ktorego rzetelnosci nie mamy watpliwosci, bez obawy mozemy
zastosowac lagodniejsze szacowanie niepewnosci. W innych
przypadkach konieczne jest przyjecie najmniejszej podziatki za

warto$¢ niepewnosci pomiarowe;.

Postugiwanie si¢ nie legalizowanym przyrzadem jest zwigzane z
mozliwo$cig popetienie btgdu systematycznego, jezeli to mozliwe

warto jest porowna¢ wskazania przyrzadu ze wzorcem.

W wielu przypadkach nie dysponujemy przyrzadem ktory zmierzylby
interesujaca nas wielko$¢ w sposob bezposredni lub posredni.
Zmuszeni jestesmy, korzystajac ze znanej zaleznosci funkcyjnej,
obliczy¢ warto$¢ wielkosci ztozonej. Dysponujemy wartosciami
srednimi oraz niepewno$ciami standardowymi pomiaréw wielko$ci
prostych i na ich podstawie oszacujemy warto$¢ wielkosci ztozone;j
oraz odpowiadajaca jej niepewnos¢ zlozong.

Rozréznié nalezy przypadki w ktorych btedy pomiarowe sa
niezalezne lub zalezne. Z pierwszym przypadkiem mamy do czynienia
gdy pomiaréw dokonujemy réznymi przyrzadami oraz eliminujemy
btad odczytu obserwatora. Warunki te sg spetnione na przyktad wtedy
gdy wielko$ci proste s wyznaczane za pomoca pojedynczego
pomiaru, réznymi przyrzadami i przez rézne osoby. Jezeli warunki
niezaleznosci bledéw pomiarowych nie sg spetnione to mamy do

czynienia z pomiarami i btgdami zaleznymi.
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W celu wyznaczenia warto$ci wielkos$ci ztozonej Y dokonano
pomiarow i obliczono wartosci $rednie dla N zmiennych prostych oraz

oszacowano wartosci btedow (niepewnosci) standardowych .

gy Xy u()?l),u()fz),...,u()?N)

Srednia warto$¢ wielko$ci ztozonej obliczamy na podstawie $rednich

11

X
el

arytmetycznych wartosci srednich zmiennych prostych.

13) ¥ = £(X, X, .. X, )

Niepewnos$¢ standardowa wielko$ci ztozonej (niepewno$¢ ztozong)
oblicza si¢ korzystajac z prawa przenoszenia btedéw. Omdéwiony
zostanie przypadek, oraz przedstawione wzory, btedow zaleznych jako

czesciej wystepujacy w praktyce analityczne;j.

Stosunkowo czesto wielko$¢ ztozong wylicza si¢ ze wzoru bedacego
iloczynem dowolnych poteg wielkosci prostych. Niekiedy wymagane
sa drobne przeksztalcenia algebraiczne jezeli we wzorze wystepuja

sumy lub roznice wielko$ci prostych.

(14) Y =k-X2-X2-..-X§

*Niepewno$¢ sumy lub réznicy wielko$ci prostych jest rowna sumie
ich niepewnos$ci pomiarowych. Otrzymang sume (r6znic¢)
traktujemy jako nowa zmienng z nowg niepewnoscia standardowa.

¥ =X+%X,  ul¥)=u(X)+u(X,)

«Obliczamy: Y =k- X2 XD ..o X
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*Niepewno$¢ wzgledng definiujemy przez analogi¢ do bledu
wzglednego [”(XX)]

*Obliczamy warto$¢ wzglednej niepewnosci wielkosci ztozonej Y:

a- u(X1)+b~ u(,>?2)‘+...+ c-u(,LN)

)?1‘ N

(15) ulr)_

Y

: |

*Obliczamy niepewno$¢ ztozona, wystarczy otrzymang niepewnos¢

wzgledng pomnozy¢ przez wartos¢ Y .

Istotng czescig dyskusji uzyskanych wynikéw jest analiza wptywu
poszczegbdlnych czynnikow na wynik koncowy. Przedstawiony
sposob obliczen niepewnosci wzglednej umozliwia prostg analize.
Chcac zwigkszy¢ doktadnos$¢ pomiaru w pierwszej kolejnosci nalezy
minimalizowa¢ sktadniki o najwiekszej warto$ci.

PRZEDZIAL. UFNOSCI.

Znajac niepewnos$¢ standardowa jestesmy w stanie okresli¢ przedziat
w jakim, z okre$lonym prawdopodobienstwem, mozemy spodziewac
si¢ warto$ci dokladnej (przedzial ufnosci). Sposob oceny zalezy od
dhugosci serii pomiarowej. Dla n>30 przyjmuje si¢, ze rozklad btedow
nie rozni si¢ od rozktadu normalnego. Zaktadajac poziom ufnosci

réwny 1-0=0,95 (95%) przy ocenie przedziatu korzysta si¢ ze wzoru:

(16) u,(X)=196-u(X)~2-u(X)

Czyli z prawdopodobienstwem 95% warto$¢ doktadna X, znajduje

si¢ w przedziale:
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Jezeli dysponujemy krotsza seria pomiarows to rozktad btedow moze
odbiega¢ od normalnego, wspotczynnik ktory wystepuje we wzorze
przy niepewnosci standardowej przyjmuje wigksza wartosc,
korzystamy ze wzoru:
(17) Uy ()z): [P u(i)
Wielko$¢ t, ; , odczytujemy z tablic rozktadu t-Studenta dla danych
wartos$ci n-1 oraz a (lub 1- o).

Wartos¢ ut()T) jest obliczana z podobnego wzoru jak niepewno$¢
rozszerzona . Przyjmowana zazwyczaj warto$¢ wspotczynnika
rozszerzenia (k=2) odpowiada 95% przedziatowi ufnosci dla dtugiej
serii pomiarowej 1 tak moze by¢ interpretowana niepewnosé¢
rozszerzona. Jednak dysponujac krotka serig pomiarowg przedziat

ufnosci nalezy bezwzglednie oblicza¢ korzystajac ze wzoru (17).

ZAOKRAGLANIE WYNIKOW

Zardéwno warto$¢ $rednia jak 1 niepewno$¢ standardowa (lub
rozszerzona) moga by¢ podane z taka iloscig cyfr znaczacych na ile
pozwala uzywany kalkulator lub program komputerowy. Nalezy
zaokragli¢ liczby ($rednig i niepewnos$c), czyli zmniejszy¢ liczbe ich

cyfr znaczacych.
Ogodlnie przyjete zasady przeprowadzania obliczen i zaokraglen.

* Najpierw zaokraglamy niepewnos$¢ pomiarowsq .

* O ile to mozliwe obliczenia nalezy przeprowadza¢ z peina

doktadnoscia, zaokraglajac dopiero wyniki koncowe.
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o Zaokraglenia niepewnosci dokonujemy zawsze w gore,
pozostawiajac 1 (niekiedy 2) cyfry znaczace. Jezeli
zaokraglenie niepewno$ci do 1 cyfry znaczacej powoduje
wzrost niepewnosci 0 wigcej niz 10% to zaokraglenia nalezy
dokona¢ do 2 cyfr znaczacych.

* Wyniki (Srednie) nalezy zaokragli¢ tak, aby byty podane z
doktadnoscia do miejsca, na ktorym wystepuje ostatnia cyfra

znaczaca niepewnosci.

Przyklad 1.

Z partii tabletek pobrano 6 sztuk i zwazono otrzymujac nastgpujace
wyniki 102 mg, 107 mg, 106 mg, 104 mg, 104 mg, 107 mg. Nalezy
obliczy¢ $rednig masg tabletki, niepewno$¢ standardows i
rozszerzong oraz 95% przedzial ufnosci dla srednie;j.

Warto$¢ $rednia:

g = 102 +107 +106 g104 +104 +107 105 mg

Niepewnos¢ standardowa:

(X)= \/é [102 105 + (207 ~105 + (106 ~105 ¥ + (104 ~105 f + (104 —105  + (107 ~ 105 | =

= ,/Q =0,8165 mg
30

Niepewnosé rozszerzona: ~ U(X)=2-u(X)=1633mg
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Zgodnie z zasadami zaokraglania i1 zapisu najpierw nalezy zaokragli¢
niepewno$¢ standardowa do 1 lub 2 miejsc znaczacych czyli
odpowiednio do 0,9 Iub 0,82. Obliczamy o ile wzro$nie wartos¢ biedu

przy zaokragleniu do 1 miejsca znaczacego.

0,9-0,8165
0,8165

-100% ~10%

Poniewaz wzrost wartosci btedu nie przekracza 10%, zaokraglenia
nalezy dokona¢ do 1 cyfry znaczacej. Podobnie robimy dla
niepewnosci rozszerzonej:

2-1633
1,633

-100% ~ 22%

Poniewaz wzrost wartosci bledu przekracza 10%, zaokraglenia

nalezy dokona¢ do 2 cyfr znaczacych. U ()T) -17

Prawidtowy zapis zawiera wynik, niepewnos¢ standardowg 1 jednostke.

X =1050mg u(X)=0,9mg

Jezeli wynik zapisujemy korzystajac z niepewnosci rozszerzonej to
poprawny zapis ma postac:

X =105,0+1,7 mg

Dysponujemy serig pomiarow o niewielkiej liczebnosci n=6. Chcac
okresli¢ przedziat ufnosci dla 1-a=0,95 nalezy w tablicach rozktadu
t-Studenta odczyta¢ warto$¢ parametru

th10 = t5005 & 2,57

u(X)=t, ., -u(X)=257-08165mg = 2,099 mg
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Zaokraglenia warto$ci ut(i ) dokonuje sie do 1 lub 2 miejsc znaczacych
na takich samych zasadach jak niepewnosci pomiarowej. Zaokraglenie
do 1 miejsca znaczacego prowadzi do wartosci ut(f )= 3mg

3-2,099
2,099

-100% =~ 43%

Blad zaokraglenia znacznie przekracza 10 %, czyli nalezy zostawi¢ 2

miejsca znaczace U, ()7 ): 2,1mg

Z prawdopodobienstwem 95% mozna stwierdzi¢, ze przeci¢tna masa
tabletek, wszystkich w partii z ktdrej pobrano probe, jest zawarta w
przedziale

(105,0-21;105,0+21)=(102,9 mg ;1071 mg)

Przyklad 2.

Gesto$¢ cieczy mozna wyznaczy¢ za pomocg piknometru. Jest to metoda
poréwnawcza, gdyz wymaga znajomosci gestosci innej cieczy,
zazwyczaj jest to woda. Nalezy wyznaczy¢ masy: piknometru suchego,
napelionego wodag oraz badang ciecza. Pomiary wykonuje si¢ w statej

temperaturze. Gestos$¢ cieczy oblicza si¢ ze wzoru.

0 _ Meiec; — msuchy P
ciecz — "FH,0

I"nHZO - msuchy
Jaka niepewnoscig zlozong obarczony jest pomiar gestosci tg metoda,
nalezy rowniez poda¢ niepewnos¢ rozszerzong. Pomiar
przeprowadzano w temperaturze t=20°C.

Tablicowa gestos¢ wody

Puo =99823kg-m”
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Niepewnos¢ zwigzana z tg wielkos$cig wynika raczej z doktadnosci
pomiaru i utrzymania statej temperatury w trakcie pomiaru niz
doktadnosci wielko$ci wzigtej z tablic. Zmiana temperatury o 1°C
powoduje zmiang gestosci wody o 0,21 kg-m-3. Masa wyznaczana
byta na wadze o najmniejszej dziatce 1 mg.

Otrzymane masy i niepewnosci pomiarowe:

0,001
My =920 )= 2T
mciecz = 14!452 g u(mcieCZ) - &BQL
mHzo =15,835 g u(mHzo):ﬁg.l

Pro=998,23kg-m? u(p, o)=0,21kg-m?

Obliczona gestos¢ cieczy:

b 442902340 goq 0y
15,835 g —9,234 g

5191 ¢
6,601 g
=0,786396 -998,23 kg-m~® = 785,0041 kg-m™

.998,23kg-m= =

Uwaga: nie ma potrzeby zamiany wyznaczonych mas na kilogramy,
gdyz interesuje nas tylko ich stosunek, a ten nie ulega zmianie przy
zamianie jednostek masy.
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Obliczamy roznice mas z licznika i mianownika we wzorze na gestosc:

=14,452 g —9,234 g =5191 g
~15,853 g — 9,234 g =6,601 g

m

ciecz suchy

mHZO suchy

Dla roznic niepewnosci pomiarowe dodaja si¢:

u(mciecz suchy) 2- % g= 0 000667 g

u(mHzo - msuchy): 2. w‘ g= 0,000667 g

Obliczamy niepewnos¢ wzglqdnq:

u(mHZOZ - msuchy) +h. u(pH20z) _

mHZOz - msuchy pHZOz

u<mciecz B msuchy) +
m

u (pciecz) —
pciecz

_ 0,000667 , 0,000667 | 021 _, 335158 , 0000101 +0,000210 =
5191 | 6601 . 99823

=0,000439

1. -1.

ciecz msuchy ‘

Obliczamy niepewno$¢ ztozong i rozszerzong dla gestosci cieczy:

U( 0y, )= 785.0041 kg - m™®-0,000439 =0,3452 kg-m™

U (pciecz): 2 ’ u(pciecz) = 0’6904 kg ' m—3

Zaokraglenia niepewnosci ztozonej dokonujemy do 2 miejsc
znaczacych gdyz blad zaokraglenia dla 1 miejsca znaczacego jest
wigkszy od 10%. Niepewno$¢ rozszerzona zaokraglamy do 1 miejsca

po przecinku.

0,4-0,3452 100% = 0,0548
0,3452 0,3452

-100% ~16%
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Poprawny zapis wyznaczonej warto$ci otrzymanej w wyniku

obliczen ma postac:
pciecz = 785’00 kg ’ m—3 u(pciecz) = 0’35 kg ' m—3
Peiocy = (785,0£0,7)kg-m™®

Istotnym elementem analizy jest oszacowanie wptywu
niepewnosci poszczegdlnych pomiaréw na niepewnos¢ ztozona.
Porownujemy niepewno$ci wzgledne. Jezeli chcemy poprawic¢
doktadnos$¢ wyznaczania gestosci to w pierwszej kolejno$ci nalezy
zadba¢ 0 stabilizacj¢ i doktadne wyznaczenie temperatury w
trakcie pomiaru, najwigkszy btad wzgledny jest zwigzany z
temperaturg. W dalszej kolejnosci mozna rozwazy¢ zwickszenie
doktadnosci wagi lub skorzystanie z wigkszego piknometru
(wigksza masa skutkuje mniejszym btedem wzglednym).

Przyklad 3.

Farmakopea Polska przewiduje, ze pomiar kata skrgcenia
ptaszczyzny polaryzacji swiatta przechodzacego przez roztwor
moze stanowi¢ podstawe do 0znaczania stgzenia zawartej w nim
substancji, jezeli jest znana skrecalnos¢ wlasciwa tej substancji.

W polarymetrach wizualnych korzysta si¢ zazwyczaj z linii D sodu
(589,3 nm). Skrecalnos¢ wiasciwa substancji statej oblicza sig¢
wedlug wzoru: (18) [a]ZDO:%-lo

[a]y - skrecalno$é wiasciwa, w stopniach, dla linii D sodu
w temperaturze 20°C, temperature i dlugos¢ fali
zaznacza si¢ przy symbolu.

a - odczytany kat skrecania ptaszczyzny polaryzacji, w stopniach.
| — dtugo$¢ rurki polaryzacyjnej, w cm.
C — stezenie substancji w roztworze, w mg-ml-2.
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Znajac skrecalno$¢ wlasciwa la]y
korzystajac z przeksztalconego wzoru (18), korzystajac z pomiaru

kata skrecania wyznaczy¢ stezenie substancji w roztworze.
[24
19) c=——5-10
AT

Niepewnos¢ wzgledng zwigzang z wyznaczeniem stezenia oblicza si¢

Z WZOru.
L u(ep)

ol |

Dokonano pomiaru kata skrecania dla roztworu glukozy. Pomiar byt

um),
||

+

U(C):P. u(a)

o

przeprowadzony w polarymetrze przy uzyciu rurki polaryzacyjnej o
dtugos$ci 1=10 cm. Zmierzona warto$¢ kata a=10,25°.

Wedtug Farmakopei Polskiej skrecalnos¢ wlasciwa glukozy

bezwodnej [a]f wynosi od +51° do +53°.

We wzorze (19) nalezy poshuzy¢ sie wartoécia: [y =52°
jako przecietng z podawanych przez Farmakopee.

10,25
c=—""".10mg -ml *=0,19712 -ml*
10-52 md md

Aby oceni¢ niepewno$¢ ztozong dla otrzymanego wyniku nalezy
oszacowaé niepewnosci dla pomiarow poszczegolnych wielkosci.

Stopien doktadnosci pomiaru w polarymetrach wizualnych wynosi
0,05°, czyli mozna przyja¢, ze niedoktadnos¢ pomiarowa dla

=0,01667 °

wartosci oo Wynosi: @) 0,05°
u =
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Dhugosci rurki polarymetrycznej w zasadzie nie mierzy sie,
przyjmujac wielkos¢ podang przez producenta. Nie popehniajac
duzego btedu mozna przyjac, ze u(l)=0,05 cm, jest to szacunek
ostrozny, rzeczywista doktadnos¢ wykonania rurki polaryzacyjnej
powinna by¢ wieksza.

Farmakopea podaje wartos¢ [a] = (52 £1F

podang niepewnos¢ traktujemy jako rozszerzong U ([a ]2D0)= 0,5°

Obliczmy niepewno$¢ wzgledng pomiaru st¢zenia:

u(c) _|0,01667 |+|0’05|+‘%‘ — 0,00163 +0,00500 +0,00962 = 0,01625
c |1025 | |10 |52

u(c)=c-0,01625 =0,19712 -0,01625 mg - ml * =0,00320 mg -ml *

Niepewno$¢ ztozong nalezy zaokragli¢ do 2 miejsc znaczacych

u(c)=0,0032 mg -ml

Niepewnos$¢ rozszerzona wynosi

U(c)=2-0,00320 mg -ml *=0,0064 mg -ml *

po zaokragleniu do 1 miejsca znaczacego przyjmujemy
U(c)=0,007 mg -ml™*

Otrzymany wynik zapisujemy poprawnie jako
c=01971 mg -ml™ u(c)=0,0032 mg -ml "

¢=(0,197 0,007 )mg - ml *
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Najwigksza niepewno$¢ wzgledna jest zwigzana ze skr¢calnoscia
wlasciwg substancji, nie mozna jej zmniejszy¢ gdyz opieramy si¢ na
danych z Farmakopei. Mozna uzna¢, ze niepewnos$¢ zwigzana z
wyznaczeniem kata skrecania nie ma istotnego wplywu na
niepewno$¢ wyznaczenia st¢zenia.

Zauwazmy, ze co prawda szacowali$my niepewno$¢ wyznaczenia
dhugosci rurki polaryzacyjnej 1 jej wptyw na niepewno$¢ ztozona, ale
te wielko$¢ nalezy raczej traktowac jako stala zwigzana z aparatem

pomiarowym, gdyz nie mamy wptywu na jako§¢ wykonania rurki.

Test z dla dwoch niezaleznych préb.
Wariancja populacji z ktorych losowano proby jest znana (o, i 6, ).
Hou=p;-1,=0, czyli py=p,
H,:u=0
Hy:p>0, czyli uy>p,
Hy:p<0, czyli py<p,
Obliczamy statystyke z:

X, — X
2= 12 22
O
714_ 2
1 N2

H, przyjmujemy lub odrzucamy na podstawie oceny statystyki z,
przeprowadzonej analogicznie jak w tescie z dla jednej zmiennej.
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Do zrobienia:

Czy dwie probki moga pochodzi¢ z populacji o takich
samych $rednich, jezeli odchylenia standardowe populacji wynosza
odpowiednio: 6,=2 i 5,=3.

Préba 1 7 8 9 4 |12
Préba2 | 4 5 6 5 4 6

Przeanalizuj r6zne hipotezy alternatywne dla a=0,05.

Test t dla dwoch niezaleznych praéb.

Zalozenia:
*proby sa pobierane losowo,
*populacje z ktdrych pobieramy proby podlegaja rozkladowi
normalnemu,
swariancje populacji sg rowne (6,°=c,2).

Przypadek réwnej liczebnosci préb (N;=N,)

Ho:ly =1,
Hyip#0  lubHpp >,  lub Hy: <y,
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Czy dwie proby moga pochodzi¢ z populacji o takich samych $rednich?

Préba 1

11

1

0

Préba 2

11

11

x| X|
I

=28
78

2:

Warto$¢ graniczng t,
odczytujemy z tablic.

s2 =217
s> =10,7

- [217 107
7_}_7

2878 _ 1o6a2

5 5

dla df=N;+N,-2 stopni swobody

Dla testu dwustronnego o=0,05 i df=8 t,=2,306.

Jaka decyzja?

Przypadek roznej liczebnosci préb (N;#N,).

Ho:y=p,

Hy:p#0  lub Hyip>p,

lub Hy: py<p,

)?1_)?2

_1).322

[EEG,

N, +N, -2

Do zrobienia:

1 1

o ——
In

N,

Czy dwie probki moga pochodzi¢ z populacji o takich samych
srednich. Zaléz, ze wariancje populacji sg rowne.

Préba 1

7

12

Préba 2

6

3

7

Przeanalizuj rozne hipotezy alternatywne dla a=0,05.
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Test t dla dwoch niezaleznych prob.
(przypadek nierdwnych wariancji)
Zatozenia:
*proby sa pobierane losowo,
*populacje z ktorych pobieramy proby podlegaja rozktadowi
normalnemu,
swariancje populacji nie sa roéwne (c,%#06,? ).

Liczebnosci prob N; i N,:

Ho:mg=p,
Hi:p=0  lub Hyp>p,  lub Hy:py<p,

Sa r6zne metody okreslania granicznej wartosci to (daja rdzne
wynikil).
Metoda Cochrana-Coxa (opisana w podreczniku) jest bardziej

zachowawcza, czyli trudniej jest odrzuci¢ H,,.

S S
t .71_}_1: L2 9 9
. N N, L Sy oSy
Nl N2
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Czy dwie probki moga pochodzi¢ z populacji o takich samych $rednich?

Préba 1 7 9 13 5 11

Proba 2 5 5 5 4 5

6|

=z
I
ol

=z
I
»

x
I
(o)
I
ol

Jaka decyzja?

Test t dla dwoch prob zaleznych.

Zalozenia:
*proby sa pobierane losowo,

s2 =2,0000 s% =0,0667

+z zatlozenia majq takg sama liczebnos¢,
«dwukrotnie badamy ten sam element,
spopulacje z ktorych pobieramy proby podlegaja

rozktadowi normalnemu,

swariancje populacji sg rowne (6,°=6,?).

Liczebnosci prob N:
Holy =1,

Hyip#0  lub Hip>p,  lub Hyt <y,
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Czy dwie populacje reprezentowane przez dwie proby
zalezne maja takie same $rednie?

Czy p=py-p,=0 ?

X, | X, | D|D?
119|811
21 2]2]0]o0 . .
s 111312 4 Nalezy zrobi¢ test t dla jednej
4| a2l 21214 zmiennej, czy proba (reprezentowana
516 [3]3]9 przez réznice) moze pochodzi¢ z
6] 4]0]4]16 populacji o sredniej u=0.
717 4]3]09
8|85 |3]09 . o
s s 1411 Mozna réwniez stawia¢ inna Hy,
0wl 10l 11 np. 0 réznicy migdzy $rednimi (pu=a).

Analiza wariancji (ANOVA)

Zatozenia:

* proby sa pobierane losowo,
* populacje z ktorych pobieramy proby podlegaja rozktadowi
normalnemu,

« wariancje populacji sa rowne (6,2=6,2=.....=G, ,°=c2 ).
1 2 n-1 n

Pobieramy kilka prébek (z roznych populacji).

» Czy mogly by¢ pobrane z populacji o takich samych $rednich lub,
ze zostaly pobrane z tej samej populacji?

* Czy roznice miedzy nimi sg statystycznie istotne?

* Czy zr6znicowanie miedzy grupami jest nie wigksze niz

wewnatrz grup?
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Hy: $rednie z populacji z ktorych pobrano probki sa sobie rowne.

H,: $rednie z populacji z ktérych pobrano probki nie sg sobie rowne,

roéznice pomiedzy grupami sg istotne statystycznie.

Pobrano sze$¢ probek , po 4 elementy kazda.

Obliczamy:
« liczby stopni swobody
* wartosci $rednie

+ sumy kwadratow odchylen

Gl G2 G3 G4 G5 G6 catos¢
1 10 15 16 12 28 11
2 7 12 13 12 23 9
3 8 13 10 18 17 14
4 7 12 9 14 20 2 z
ZX; 32 52 48 56 88 36 312
zX? 262 682 606 808 2002 402 4762
N,= 4 4 4 4 4 4
df= 3 3 3 3 3 3
Srednia| 8 13 12 14 22 9 13
SKO=| 6 6 30 24 66 78 | 210 706




Srednia dla wszystkich N=24 pomiaréw wynosi: X =13

|SKO df  wariancja

catkowita | 706 23

2
wewnatrzgrupowa | 210 18 11,6667 w
migdzygrupowa | 496 5 992 g2
2
. s- 99,20
Obliczamy statystyke F:  F =—-=——=238,503
s,, 11,67

Zatozony poziom istotnosci a=0,05
stopnie swobody: df =5 df,=18

Z tablic odczytujemy warto$¢ graniczna,
tablice sg dla rozktadu jednostronnego.

F F ;df,;df,, = I:0,05;5;18 = 2’773

graniczne~ ' «

 porownujemy warto$¢ statystyki z warto$cig graniczna,
« jezeli F < Fypaniczne 0 Hy przyjmujemy,
* jezeli odrzucamy H,, i przyjmujemy H; to szacujemy btad I rodzaju.

F > I:graniczne

przyjmujemy H,
I:0,025;5;13 =3,382
F > 3,382 = blad I rodzaju p<0,025.

= H, odrzucamy

* Pobrane probki nie pochodza z populacji o takich samych $rednich.
» Wartosci $rednie populacji z ktorych pobrano probki nie sg rowne.
* Probki nie byly pobrane z tej samej populacji.



Pobrano cztery probki.

Czy r6éznice miedzy nimi sg statystycznie istotne?
Czy roznice pomigdzy wartosciami srednimi sg istotne statystycznie?

Czy wartosci $rednie w populacjach z ktoérych pobrano proby sa
sobie rowne?

H,: zréznicowanie migdzy grupami jest nie wigksze niz wewnatrz

grup.
H;: pomiedzy grupami réznice s3 istotne statystycznie.

GRUPA 1 GRUPA 2 GRUPA 3 GRUPA 4
1 105 105 103 109
2 106 105 103 104
3 114 106 107 103
4 106 109 101 108
5 115 108 108 104
6 108 106 104 102
7 108 102 103 109
8 112 106 101 106
9 107 107 109 102

Dla catej populacji (36 probek):

X =10614 s?=1109 (X, ~X | =38831



Dla kazdej z grup obliczamy:
$rednig, wariancje i sume¢ kwadratow odchylen:

GRUPA1 GRUPA2 GRUPA3 GRUPA4

df, 8 8 8 8
Srednia 109,00 106,00 104,33 105,22 |wariancja 4,1019
wariancja 13,75 4,00 8,75 8,19 >
SKO 110,00 32,00 70,00 65,56 277,56

Wewnatrzgrupowa suma kwadratéw odchylen — SKO dla grup
Wewnatrzgrupowa liczba stopni swobody — suma df dla grup

Wewnatrzgrupowe oszacowanie wariancji —

, 277,56

w

iloraz (SKO / stopnie swobody) S =8,67

Miedzygrupowe oszacowanie wariancji
— wariancja obliczona na podstawie zmiennosci mi¢dzy grupami.
52 — 388,31;277,56 _ 110,75 36,92

aletez s> =4,10-9=236,92

Pomigdzy obliczanymi SKO (byly trzy rdzne)
zachodzi nastgpujacy zwiazek:
Ogolna SKO = miedzygrupowa SKO + wewnatrzgrupowa SKO

F = wariancja miedzygrupowal/wariancja wewnatrz grup

FoBR o

Statystyka 8.67 warto$¢ graniczna Fooss32 = 2.9

Poniewaz statystyka F>2,9 to hipotez¢ o braku r6znic pomi¢dzy
grupami nalezy odrzuci¢.
Blad I rodzaju="?



Test a posteriori Tukeya (post-hoc, niezaplanowane)

Wiemy, ze pomiedzy grupami wystepuja rdznice istotne statystycznie,

nie wiemy jednak réznice pomiedzy ktorymi grupami sg za to
odpowiedzialne.

Rézne nazwy testu:

* najmniejsza istotna roznica (NIR),

* rozsadna i. r. (RIR).

NIR = Qqyuycune S 1/ weun, /8 67 0981

Q — rozstep studentyzowany (wartos$ci z tablic).
n=9 — liczba powtdérzen w grupie,
dla N=4 grup i df=32 stopni swobody Qg gs.4.3,= 3,83

NIR=3,83-0,981=3,757

H, - brak r6znic pomig¢dzy Srednimi, odrzucamy gdy
roéznica pomiedzy Srednimi poréwnywanych grup
jest wieksza od NIR.

H, - r6znica pomigdzy grupami jest istotna statystycznie.

Rdéznice pomigdzy Srednimi, zaznaczono wartosci wigksze od NIR.
Bierzemy pod uwage wartos¢ bezwzgledng roznicy!

GRUPA1 GRUPA2 GRUPA3 GRUPA4
GRUPA 1 0 3,00 4,67 3,78
GRUPA 2 0 1,67 0,78
GRUPA 3 0 -0,89
GRUPA 4 0
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1. Dane do zadania z analizy wariancji:

Gl | 23 | 28 | 42

G2 |30 | 26 | 42| 32| 40

G3 |36 | 39 | 42 | 45 | 48 | 42 | 42

G4 | 34 | 31 | 40 | 37 | 44 | 48

G5 |35 |61 |35 |53

G6 | 47 | 56 | 50 | 52 | 58 | 43 | 36 | 33 | 45 | 40

Nalezy postawi¢ H; i Hy, obliczenia wykona¢ dla zatozonego .

Uwaga: w tym zadaniu nie robimy testow a posteriori.

2. Proszg zbadac¢ testem Tukeya roéznice pomiedzy ktérymi grupami sg
istotne statystycznie.

Analiza wariancji byla juz zrobiona na zajeciach.

Nalezy postawi¢ H, i H;, obliczenia wykona¢ dla zatozonego o.

Gl G2 G3 G4 G5 G6
10 15 16 12 28 11
12 13 12 23 9
13 10 18 17 14
12 9 14 20 2

A W N P

o1



Skala porzadkowa — tabele decyzyjne.

Pytania na ktore trzeba sobie odpowiedzie¢:

(sa w zasadzie identyczne jak dla danych w skali interwatowej)

*Co chcemy sprawdzi¢? /np. mediana, rozktad itp./

*Test dla 1, 2 czy wigkszej liczby probek.

*Co wiemy o populacji (lub populacjach) z ktérych dokonujemy
losowania?

«Jakie zatozenia mozemy przyja¢ (wynika z poprzedniego)?

«Jakiego rodzaju danymi dysponujemy (skale pomiarowe)?.

Dane w skali interwalowej lub porzadkowej
ale test jest oparty o skale porzadkowa

(zmienne zalezne lub niezalezne).

Jedna proba.

Hipoteza o medianie:
* dane: skala interwatowa- test Wilcoxona,

Hipoteza o innych parametrach (np. rozktad):
* test Kolmogorowa-Smirnowa o zgodnosci z

rozktadem dla jednej zmiennej,
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Dwie proby.

Hipoteza o r6znicy pomiedzy medianami dwoch niezaleznych populacji:
« test U Manna-Whitneya,

Hipoteza o r6znicy pomiedzy rozktadami dwoch niezaleznych populacji:
* test Kolmogorowa-Smirnowa o zgodno$ci z rozktadow dwoch
niezaleznych populacji,

Hipoteza o réznicach pomigdzy dwoma zaleznymi populacjami:

* test Wilcoxona dla dwoch zaleznych prob (test dla par wigzanych),

Dwie lub wiecej prob.
Hipoteza o r6znicy pomi¢dzy medianami dwoch lub wigcej niezaleznych
populacji:

» jednoczynnikowa analiza wariancji Kruskala - Wallisa dla rang.

Test Wilcoxona dla jednej proby.

* Chcemy zbada¢ czy proba zostata (lub nie) otrzymana z populacji
0 medianie ©.

* Dane zostaly otrzymane z populacji w sposéb losowy.

* Oryginalne dane sg w skali interwatowe;.

* Populacja ma rozklad symetryczny.

» Jezeli rezultat testu Wilcoxona dla jednej proby wykaze znaczaca
roéznicg to nalezy stwierdzié, ze jest wysoce prawdopodobne iz

probka pochodzi z populacji o medianie innej niz @.

53



Czy proba:
9,10,8,4,8,3,0,10,15,9

moze pochodzi¢ z populacji o medianie @=5 ?

Hipoteza zerowa: H,;:®=5 (2R,=ZXR)

Hipotezy alternatywne (mozna postawi¢ tylko jedng):
H,: ® # 5 test dwustronny,

hipoteza alternatywna nieukierunkowana (XR, # ZR)),
H,: ® > 5 test jednostronny,

ukierunkowana hipoteza alternatywna (R, > ZR)),
H,: ® < 5 test jednostronny,

ukierunkowana hipoteza alternatywna (£R, < £R))

c Xi D=Xi-@® Rip| RID] ze znakiem
1 9 4 55 55
2 10 5 8 8
3 8 3 3,5 3,5
4 4 1 1 -1
5 8 3 3,5 3,5
6 3 2 -2
7 0 5 -8
8 10 5 8
9 15 10 10 10
10 9 4 55 55

N-(N +1
SR,=44  TR=11 ZR++ZR=%

Statystyka T=11, dla testu dwustronnego (H,: ® =5 i H;: ® #5).
Odczytana z tablic wartos¢ granicznaT) os=8.
Whniosek?
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~ N-(N+1)

.
C 4
. Z =
Przyblizenie rozktadem normalnym. \/N (N+D)-(2-N+1)
24
11— 10L-111 et
= = — =-1,682 ~ 1,68
[10-11-21  9,8107
24
Test dwustronny  ®(1,68)=?
btad I rodzaju p=? Decyzja ?
8 10-11
. _ 7 4 195
DlaN=10 i Ty tycrme=8 \/10 1121 98107 )
24

Zadanie:

Czy proba N=13

| 16 | 15 [ 13 [ 24 [ 35 | 14 | 33 | 28 | 31 | 47 | 29 | 56 [ 19 |

moze pochodzi¢ z populacji o medianie ® = 18 ?

Sprawdz dla testu dwustronnego i poziomu istotnosci o=0,05.
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Test zgodnosci Kolmogorowa-Smirnowa dla jednej zmiennej.

* Chcemy zbada¢ czy proba zostata (lub nie) otrzymana z
populacji o zadanym rozktadzie.

* Dane zostaly otrzymane z populacji w sposéb losowy.

* Oryginalne dane sg w skali interwatowe;j.

Jezeli rezultat testu Kolmogorowa-Smirnowa dla
jednej zmiennej wykaze znaczaca roznicg to nalezy stwierdzic,
ze jest wysoce prawdopodobne iz probka pochodzi z populacji
0 rozktadzie innym niz oczekiwany.

Hy:F(X)=F(X) (dystrybuanta jest zgodna z zatozong)
H,:F(X)#F(X) (dystrybuanta nie jest zgodna z zatozona)

Czy przyktadowe wyniki kolokwium podlegaja rozktadowi normalnemu?

N=100 X =500 s*=8384 s=2,895

Xi—u
Parametry rozktadu normalnego: pu=5,00 ©=2,895 Z = o
punkty X; N, skumulowane Z, D(Z) P=N,/N D=|dZ)-P,l
0 8 8 -1,7268 0,0421 0,08 0,0379
1 5 13 -1,3815 0,0836 0,13 0,0464
2 5 18 -1,0361 0,1501 0,18 0,0299
3 7 25 -0,6907 0,2449 0,25 0,0051
4 23 48 -0,3454 0,3649 0,48 0,1151
5 18 66 0 0,5 0,66 0,1600
6 73 0,3454 0,6351 0,73 0,0949
7 78 0,6907 0,7551 0,78 0,0249
8 84 1,0361 0,8499 0,84 0,0099
9 87 1,3815 0,9164 0,87 0,0464
10 13 100 1,7268 0,9579 1 0,0421

Najwieksza réznica (modut) D=0,160.
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Dla N>30 warto$ci graniczne dla testu dwustronnego:

a=005 D,q= % Dy 05 = 0,136
a=002 Dy, = % D, o, =0,152
a=001 Dy, = % D, o, = 0,163
Ho: odrzucamy gdy D>Dj g5
Whniosek?

Zadanie:

W grupie N=30 os6b przeprowadzono kolokwium. Dla poziomu
istotnosci a=0,05 sprawdz czy wyniki kolokwium podlegaja rozktadowi
normalnemu.

uzyskane punkty liczba oséb
X; N,
0 5
1 2
2 3
3 9
4 1
5 0
6 3
7 1
8 1
9 2
10 3




Test U (Manna-Whitneya)
— r6znice pomi¢dzy medianami dwoch populacji.

* Chcemy zbada¢ czy dwie proby zostaty (lub nie) otrzymane
z populacji o réwnych medianach.
* Dane zostaly otrzymane z populacji w sposéb losowy.

* Oryginalne dane sg w skali porzadkowe;j (lub interwatowe;).

Jezeli rezultat testu Manna-Whitneya wykaze znaczaca
réznice to nalezy stwierdzic¢, ze jest wysoce prawdopodobne iz
probki pochodzg z populacji 0 réznych medianach.

H,:®, = ©, (populacje nie r6znig si¢ medianami)
H,: ®; # ®, (mediany populacji sg r6zne)
Mozliwe sa tez H;: ©®, > @, lub H,;: ©, < O,

Czy dwie proby niezalezne moga pochodzi¢ z populacji
o0 jednakowych medianach?

GRUPA1 GRUPA2
X, R, X, R
1 9 1 9
1 3 1 9
0 15 5 6
2 4 8 7
0 15 4 5

Zamieniamy skal¢ interwatowa na porzadkowa,
dwie grupy traktujemy tacznie.

Dla kazdej z grup obliczamy sume rang:
2R;=19 XR,=36
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Obliczmy statystyki:
Ul:Nl.NZ_kw_le U2=N1'N2+N2(NZZ+1)—ZR2

u1=5-5+@—19=21 U, 55,264 44

Wybieramy mniejsza: U=4 . Warto$¢ graniczna
odczytana z tablic dla a=0,05 i testu dwustronnego
Ugs=2 .

H,: odrzucamy gdy U<U,

Whniosek?

Zadanie:

Czy dwie proby mogty zosta¢ pobrane z tej samej populacji?

GRUPA1 | 45 | 47 | 89 | 34 | 37 | 112 88 | 67 | 156| 98 | 106| 82 | 145 |
GRUPAZ‘SS‘SG‘SG 79 | 48 | 38

Test przeprowadz dla poziomu istotno$ci a=0,05.
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Test Kolmogorowa-Smirnowa

* Chcemy zbada¢ czy proby zostaty (lub nie) otrzymane z populacji
o takich samych rozktadach.

* Dane zostaly otrzymane z populacji w sposob losowy.

* Oryginalne dane sg w skali interwalowe;j.

Jezeli rezultat testu Kolmogorowa-Smirnowa wykaze znaczacg
réznice t0 nalezy stwierdzi¢, ze jest wysoce prawdopodobne iz
probki pochodzg z populacji 0 r6znych rozktadach.

* dane z duza liczbg rang wigzanych
* np. dane w postaci szeregéw rozdzielczych, rozkladéw liczebnosci itp.

Hy: proby pochodza z populacji o takim samym rozktadzie
H,: populacje z ktérych pobrano proby maja rdzne rozktady

Whyniki | i 11 kolokwium z matematyki. Porownujemy wyniki dla
calego roku, kolokwia pisato odpowiednio 130 i 127 oséb.
Uwaga: studentow | roku traktujemy jako probg z wszystkich

ktorzy kiedykolwiek pisali takie kolokwia.

Hy: pomiedzy wynikami nie ma réznic istotnie statystycznych
(dystrybuanty nie r6znig si¢)
H,: rozktad punktow jest inny w kazdym z kolokwiow
(dystrybuanty r6znig si¢)
(kolokwia r6znig si¢ $rednig liczba punktow?)

Ho:F1(X)=Fx(X)
H, :F (X)#F,(X)
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Sposdb przeprowadzenia obliczen:

* obliczamy liczebnos$ci skumulowane

» obliczamy frekwencje skumulowane

» wyliczamy réznice pomiedzy frekwencjami skumulowanymi
obydwu grup (A)

» wyznaczamy wartosci bezwzgledne tych roznic - | A |

* znajdujemy najwicksza wartosé |Al

osoby skumul. frekw. A |A]

punkty | 1 | 11 | 1 1-11 1-11
0 25 19 25 19 0,192 0,150 0,043 0,043
1 20 1 45 30 0,346 0,236 0,110 0,110
2 14 21 59 51 0,454 0,402 0,052 0,052
3 23 20 82 71 0,631 0,559 0,072 0,072
4 13 15 95 86 0,731 0,677 0,054 0,054
5 11 1 106 97 0,815 0,764 0,052 0,052
6 8 6 114 103 0,877 0,811 0,066 0,066
7 7 8 121 11 0,931 0,874 0,057 0,057
8 5 8 126 119 0,969 0,937 0,032 0,032
9 3 5 129 124 0,992 0,976 0,016 0,016
10 1 3 130 127 1 1 0 0

suma 130 127 MAX= 0,110
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» Wyznaczamy najwiekszg warto$¢ |A] - statystyka D= |A|=0,110
* Obliczamy (wyznaczamy) warto$¢ krytyczng D, dla poziomu
istotno$ci a=0,05 i duzych liczebnos$ci prob (jedna ma co najmniej 40,

lub kazda powyzej 26) wedtug wzoru: N +N
| 1

Dy 05 =136 -
Dy o =136 .| 012119
' 130 -127

D<Dy o5 = przyjmujemy H,

|'N||

Dla innych poziomow istotnosci stosujemy wspdtczynniki:

a= 010 0,05 0,01 0,001
122 1,36 163 195

Zadanie:

Z dwoch populacji generalnych pobrano probki. Za pomoca testu
Kolmogorowa-Smirnowa, na poziomie istotno$ci o=0,05 sprawdz
H,, ze migdzy rozktadami populacji generalnych, z ktérych pobrano
te dwie proby, nie ma roznic.

wartosé 5 6 7 8
GrupaA | 12 | 23 | 10
Grupa B 4 12 | 19 3
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Test Kruskala-Wallisa (ANOVA rang)
H,: pomiedzy grupami nie ma zréznicowania.
H,: pomiedzy grupami wystepuje zréznicowanie istotne statystycznie.
Hy:©®,=0,=...=0,, =0,

H;: co najmniej dwie grupy réznig si¢ medianami

Dane z przyktadu dla analizy wariancji sa przedstawione w
skali porzadkowej, przypisane zostaly im rangi. Nalezy
pamigtac 0 rangach wigzanych!

GRUPA | GRUPA | GRUPA | GRUPA
1 2 3 4
1 105 105 103 109
2 106 105 103 104
3 114 106 107 103
4 106 109 101 108
5 115 108 108 104
6 108 106 104 102
7 108 102 103 109
8 112 106 101 106
9 107 107 109 102




GRUPA | GRUPA | GRUPA | GRUPA
1 2 3 4
1 14 14 7,5 31,5
2| 185 14 7.5 1
3 35 18,5 23 7.5
4| 185 315 15 27
5 36 27 27 11
6 27 18,5 11 4
7 27 4 7.5 31,5
8 34 18,5 15 185
9 23 23 31,5 4
sumarang R 233 169 118 146
12 R}
Statystyka: H =———->" —L_3.(N+1)
N(N +1) 4N,

12 [2332 169° 1182 1462
+ + +

H— . —~3.37 =7,2082
36-37 L9 9 9 9 j

W uktadzie wystepuja rangi wigzane, nalezy obliczy¢ poprawke:
3
D=1- M
N®—N

t — liczba pomiaréw majaca takg samag range, np.

t=3 t°—t=24 t=5 t®-t=120
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D:1——36-(6+24+60+24+24+210+24+12O +60)=

—1- 22 _ 09882
36°—-36

. H 7,2082

Poprawione: H=—=

= =7,2946
D 0,9882

poréwnujemy z warto$cig graniczng z testu 2
dla a=0,05 i df=4-1=3 stopni swobody: )(02’05;3 =7,815

Poniewaz H<7,815 to hipotez¢ zerowa nalezy przyjac.

Inaczej niz w przypadku analizy wariancji!

Z pigciu populacji generalnych pobrano probki. Za pomocy
testu Kruskala-Wallisa, na poziomie istotnosci a=0,05 sprawdz
hipoteze zerowa, ze migdzy grupami, z ktorych pobrano te pigé
prob, nie ma roznic w nasileniu badanej cechy.

A B C D E
24 26 27 31 41
23 35 33 30 45
30 24 59 38 17
24 72 28 37
90 30
34 38
34 43

51

Prosze nie zapomnie¢ o rangach wigzanych.
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Metoda najmniejszych kwadratéw — regresja liniowa

analiza zaleznoSci, test F

Testujemy H,: wspotczynniki korelacji i regresji sa rOwne zeru czyli,

ze pomiedzy zmiennymi X 1 Y nie ma zaleznosci.

DX (X X)Z D XiP- (Z )2 — SKO dla zmiennej X
QY =Z<Yi—\?)z =ZY-2—(Z—i)2 — SKO dla zmiennej Y
S =X, XH )= 3, v - 2K

2 Z(Xi _Y)z SKO

s = = — wariancja
N -1 df

Nachylenie prostej w metodzie najmniejszych kwadratow:

a=—!

-1 = N
Sele B T

i=1
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Uwaga: gdyby zamieni¢ zmienne X 1Y to: a =

Moze by¢ regresja:
Y wzglgdem X lub
X wzgledem Y.

Wspotezynnik korelacji Pearsona (miara jako$ci dopasowania):

> xyf
ZX Y

4

=ad-a

wariancja wyjasniona = wyjasniona SKO / st. swobody(df=1)
wariancja niewyjasniona = niewyja$niona SKO / st. swobody(df=N-2)

SKO= SKO wyjasniona + SKO niewyjasniona

2V =2y +2d°
Zy§=2((a-i+b)—(a-x-+b)2=Z(a-(Y—Xi))Z=
oy s ) 5 T
m2leag ey (zJZ >

_(ny)z DA
e Sy
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2=y Yo df,

P df)
d2
Sa=f-rfry g-2h g
df, d
s? 2
statystyka F: F=_PFP T (N-2)
s 1-r?

Jezeli F>F, .,
to hipoteze o braku zaleznos$ci nalezy odrzuci¢,

czyli przyja¢ hipoteze alternatywna,
ze istnieje zaleznos¢ liniowa pomiedzy X i'Y.

Hoy: p?=0

wspotczynnik korelacji (i regresji) jest rowny zero,

pomiedzy zmiennymi brak jest zaleznosci liniowe;,

dane utozone sg w sposob przypadkowy.

H;: p>>0

wspotczynnik korelacji (i regresji) jest rozny od zera,

pomiedzy zmiennymi wystepuje zaleznosci liniowa

zaleznos¢ jest istotna statystycznie.



X Y
1 1,1
3 2,8
5 5,2
r=0,9952
p=0,063

© N 0o w kX
g o~ wWw w <

37

14

12 ¢

Wykres rozrzutu: X vs.Y
Y =-,0417 + 1,0250 * X

Korelacja: r = ,99518

Wykres rozrzutu: Xvs.Y
Y  =1,7857 +,64286 * X
Korelacja: r = ,76337

e 95% p.ufnosci

10 12 14

“e_95% p.ufnosci

69



X3

14

12

10

Wykres rozrzutu X3 wzgledem Y3
Arkusz5 10v12c
X3 = 1.3022+0.9065*x; 0.95 Prz.Ufn.

7
'
o s
7
7
7
7
e
// o
7z
~
-
//
_ -

"’,0'

o

/’ﬁ”
-
_-
-
”~
o Phe
-
'
e
P
7
[e]

4 6 8 10 12 14

Y3:X3: y =1.3022 + 0.9065*x; r= 0.7634; p = 0.0458

Y3

14

12

10

-2

Wykres rozrzutu Y3 wzgledem X3
Arkusz5 10v*12c

Funkcja = 0.643*X+1.786
Funkcja = (X-1.3022)/0.9065
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Nieparametryczna alternatywa wspolczynnika korelacji-

wspolczyvnnik korelacji Spearmana

Czy pomigdzy zmiennymi X i Y jest zwigzek statystycznie istotny
(niekoniecznie liniowy, monotoniczny), czy pomi¢dzy dwoma

populacjami reprezentowanymi przez proby jest istotna

statystycznie relacja monotoniczna?

Hy: p=0
H,: p>0 (Iub p,<0)

Dane nie muszg by¢ w skali interwatowej, wystarczy porzadkowa.

Kazdej wartosci X i Y; przypisujemy rangi
(kazdej zmiennej z osobna). Dla kazdej pary punktow

wyznaczamy kwadrat roznicy rang

i sumujemy je (ED?). D’ :(in - RYi)2

Obliczamy wspotczynnik korelacji Spearmana

r, — miara jakosci zwigzku: 6- Z D2
7T UN-(N?-D)

Sprawdzenie istotnosci statystycznej:

Jezeli N>10 obliczamy statystyke t i pordéwnujemy t — &
z wartos$cig graniczng dla rozktadu t. 1—r?

Dla wigkszych prob obliczamy statystyke Z
| porownujemy z wartos$cig graniczng dla Z= I - N-1
rozktadu normalnego.
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SUMA Srednia
X -3 -1 1 2 3 4 5 6 8 10 11 14 60 5
Y -1 4 2 17 34 14 35 9 8 47 27 192 16
X 8 6 4 2 -1 0 1 3 6 9 0
y -17 20 -14 12 1 18 -2 19 -7 8 31 1 0
xy (136 120 56 36 -2 -18 O 19 -21 -40 186 99 571
XX | 64 36 16 9 4 1 0 1 9 25 36 81 282
yy | 289 400 196 144 1 324 4 361 49 64 961 121 | 2914
a=2,0248 r?=0,3968
SKO,yjaens 11562 df= 1 warwyj = 1156,2
SKOniewyjas,n. 17578 df= 10 warnwyj= 175,78
Foo= 6,58 ppodob=0,0282
ppodob= 005 F, = 496

I:obl>|:graniczne = H, odrzucamy.

Kwadraty odchylen wygodniej jest policzy¢ z poznanych wzoréw na SKO.

> X;= 60
MY, = 192
Y XP= 582
>Y?= 5986

> X;-Y;= 1531

X xf

N

ZXZ =in2

2
D x? =582 - o0

— =282
12

Z y2 ZZYiZ _%

1922

> y* <5986 == 2914

Dxy=>" XY, _%

60-192 _571

> xy =1531 -
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Rangi R>< 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Rangi RY 2 1 3 4 8 10 7 11 6 5 12 9
D -1 1 0 0 -3 -4 O 3 5 -1 3 SUMA
D2 1 1 0 0 9 16 0 9 9 25 1 9 80
6-> D? )
=1 Zz =1- 6-80 =0,7203
N-(N?-1) 12-143
(o h N-2 0,7203-412-2 _ 30837

C - J1-0,7208
Dla oszacowania btedu I rodzaju korzystamy z tablic rozktadu t.
Decyzja? (wartos¢ doktadna: p=0,004)

Z =r,-/N-1=0,7203-1/11=2,3889

Dla jednostronnego rozktadu normalnego dla Z=2,3889
prawdopodobienstwo p=0,0084, czyli H, — odrzucamy,
blad I rodzaju - 0,0084.

Metoda najmniejszych kwadratow oblicz wspotczynnik nachylenia
prostej regresji ( a ) dla 12 par danych doswiadczalnych X i Y,
wartosci X i Y; przedstawiono w tabeli. Oblicz wspotczynnik Korelacji
Pearsona oraz za pomoca testu F sprawdZ hipotez¢ zerowa, ze
parametryczne wspotczynniki regresji i korelacji (dla populacji) sa
rowne zeru.

Oblicz wspotezynnik korelacji Spearmana, na podstawie tego testu
sprawdz hipotezg¢ zerowa 0 braku zwigzku miedzy zmiennymi X i Y.
Dla obydwu testow nalezy przyja¢ poziom istotnosci jako rowny
a=0,05.




